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x(k + 1) = Ax(k) + Buu(k) + Bww(k) ��!

y(k) = Cx(k), x(0) = 0
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x(k + 1) = Ax(k) + Buu(k) + Bww(k)

y(k) = Cx(k)

y(k)

e(k)

M

u1(k)
������
	�

x̂(k + 1) = Ax̂(k) + Buu1(k) + L[y(k) − Cx̂(k)] + Mr(k)−K

r(t)
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x(k + 1) = Ax(k)

+Bww(k) + Buu(k)
y(k) = Cx(k)

y(k)

x(k)
−K

u(k)
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w(k)
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	 x(k + 1) � x̂(k + 1)� 
�
��'��
�� ��
�����[

x(k + 1)
x̂(k + 1)

]
=

[
A1 A2

A3 A4

] [
x(k)
x̂(k)

]
+

[
BuN
M

]
r(k)

+

[
Bw

0

]
w(k)

y(k) =
[

C 0
] [

x(k)
x̂(k)

]
 2!

e(k) = r(k) − y(k) = r(k) − [
C 0

] [
x(k)
x̂(k)

]

��
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A1 = A

A2 = −BuK

A3 = LC

A4 = A − BuK − LC
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x(k + 1) = Amx(k) + Bmr(k) + Bww(k)

e(k) = −Cmx(k) + Dmr(k)  3!

y(k) = Cmx(k)

��

	�

x(k) =

[
x(k)
x̂(k)

]
, Am =

[
A1 −A2

A3 A4

]
, Dm = 1,  4!

Bm =

[
BuN
M

]
, Bn =

[
Bw

0

]
� Cm =

[
C 0

]
.  5!
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Y (z) = Cm(zI−Am)−1BmR(z)+Cm(zI−Am)−1BnW (z)  6!
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∞ = min µ

s.a

⎡
⎢⎣

Q 0 Bw AQ − BuW
0 I D CQ

B′
w D′ µI 0

−W ′B′
u + QA′ QC′ 0 Q

⎤
⎥⎦ > 0

Q > 0 ���

µ > 0
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	 ���� ��������	�
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[ −rQ AQ + qQ − BuW
−W ′B′

u + Qq + QA′ −rQ

]
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� r(k) ���� u(k)
�	
� ��� 
������� �	� ��!�

x̂(k + 1) = (A − BK − LC)x̂(k) + Ly(k) + Mr(k)

u(k) = −Kx̂(k) + Nr(k)

det
[

zI − A + BuK + LC − M
N

K
]

= 0 ���

��

	 ��� �� �	���?��� z = zi� ��	 	� ���	� �	
�,��
	�

� r(k) ���� u(k) �E��
F��
 �� ���� ���<!�

A� ���5����	� M � N �������� � �	
�,����	 
	�
���	� 
� r(k) ���� u(k) � 
���� ������#	 % �����
	 	 ���	
�>�A� )�

�� 
���� ������#	 	� ���	� ��	 �	
�,��
	�
���� 	������� � 
	��� H∞ 
	 ���	 
� ���������
�	�

- ��% %,"��� �" ��� " H∞ ��%!%,"���
 ��%.)"��� �# ,#��$ �%$)�#��$ # .!���$

�%$)�#�%,"��$

) 
	��� H∞ 
� �� ������� 
�
5���	� ��
���� �
-����
�
�� 
	 ����	 � �>�A % ��� 
	��� ��� ���
��,��
	 �2���	 -��	� ��
'���� 
�� ��'
���
�� 
�� $����8
�
���� 
���� �������� ) 
	��� H∞ 
	 ������� 
������	�

�
5���	 ��"���	 H(z)� ���2-��� �������
��
	 
� $	���

� �����	 
� ����
	� (Az �Bz�Cz �Dz)�

x(k + 1) = Azx(k) + Bzu(k)
y(k) = Czx(k) + Dzu(k) ��<!



��

	 Az ∈ �n×n� Bz ∈ �n×m� Cz ∈ �p×n �
Dz ∈ �p×m ���	�����
�� �	
#���
��� �	
� ��� 	���
�
����-%� 
	 ��'��
�� ��	����� 
� 	��������	� 
������	 
�
$	��� 
� @.>� ����#���� �� ���� ���*!�

‖H‖2
∞ = min µ

s.a

⎡
⎢⎢⎣

Q 0 Bz AzQ
0 I Dz −CzQ

B′
z D′

z µI 0
QA′

z −QC′
z 0 Q

⎤
⎥⎥⎦ > 0

Q > 0  88!

µ > 0

) ������ 
� ���
�$��8
��� 
	 ������� % 
�
� �	�
H(z)JCz(zI − Az)−1Bz + Dz�

A ��	����� 
� 	��������	 
� Hm =
(Am, Bm,−Cm, Dm) 
������	 �� �*! �	
����� ��
��
������ � 
	��� H∞ 
� r(k) ���� e(k) 
	 �������
Hm � ������ 
� 
������
���	 
	� -��	��� 
� M � N
������
��� �� Bm� ��� �	
�,��� 	� ���	�!� ���	 %�
��	��� 	� ���	� 
� $	��� ��� � 
	��� H∞ 
� r(k)
���� e(k) ��&� ��
�����
�� $	���

	 �� �������
	� 
�
��
����

���� � ��������	 
	 ��	&��	 
	 �������
	� 
������	 %

�����2��� � �
�����	 
� �� ,���	 
������	� 	 ���� �	����
������ ����%� ������,��� � $���� 
� $���M8
��� 
� ����
	�	����2 	 ���������
�	 
	 ��
�� 
� ��$��8
����

���� 	 ��	&��	 
	 �������
	� 
���&���� �
�	
���� �
�	����	 '�	��� ��� 	������ 	 ��	����� 
������	 � ��'����

��
 ‖Hm(z)V (z)‖∞ ��I!

��

	 V (z) = (Av, Bv, Cv, Dv) �� ������� 
�
5���	
��	&���
	 ���� ������,��� 	 ���	 
� $���M8
��� 
� ��(
�
� �	
��
������ Hm = (Am, Bm,−Cm, Dm) ��� ��������
��	 
	 ������� ��
��� �
-����
�� 
	 ����	 � ���2-�� �
�

���
	 �� �*!� 9� E�'��� 1 % �������
� � ��������� 
�
�
�����	 
� ���	 
� $���M8
����

R(z)
Hm(z)

Ym(z) Yv(z)
V (z)

E�'��� 1� ��������� 
� �������� 
� �	
��	�� �	� ���	

� $���M8
����

�	
���� �������
��� 	 ������� �

���
	 
� E�'���
1 ����-%� 
� -���2-��� 
� ����
	 �� $�
��	 
� xm(k) �
xv(k) � ����-%� 
�� �����?�� �����	�[

xm(k + 1)
xv(k + 1)

]
=

[
Am 0

−BvCm Av

][
xm(k)
xv(k)

]

+

[
Bm

BvDm

]
r(k)

y(k)=
[
0 Cv

] [
xm(k)
xv(k)

]

D	� ���	� ��� �	��(-�� ���������	 �� �����	 
� ���
��
	 
� Ȟf = Hm(z)V (z) %�

[
Ǎf B̌f

Čf Ďf

]
=

⎡
⎣ Am 0 Bm

−BvCm Av BvDm

0 Cv 0

⎤
⎦ ����

���� 	 ��	&��	 
	 �������
	� �	� ���	 
� $���M8
�
���� ������������ Ǎf � B̌f � Čf � Ďf 
� ��=! 
� ������	
���!� >��	 ������� 
	 ��	����� 
� 	��������	 
������	
�� ��;!� ��� % ������	
�
	 
� $	��� 
� @.>�� �����
��	����	 
������
���� 	 '�
#	 N � 	 -��	� M � � �����
���5����	� ��
������ � 
	��� H∞ 
� r(k) ���� e(k)
��������
	� 
� ��
���!�

) ������ Q % �������	
�
� 
� ��'��
�� $	��� Qij =
Q′

ij � i�jJ1, 2, 3�
A -��	� N � 	 '�
#	 M ��	 �� �	���?�� "�����


� ��;! ��� ��
������ � 
	��� H∞ �
��� 	 ���	 � �
��$��8
��� �	
��
���

	 	 ���	 
� $����8
����

A� ,���	� �������
	� 
	 ��	&��	 
	 �������
	� ��	
���
	� ���� -��������� 	 ��	&��	 � �&����� 	� ���5����	�
M � N ���� ��� 
������
�
� $���� 
� $���M8
����
�	�%� 
� ��������	 	� �������
����	 
	 ������� 
�
���������
�	 ����� ,���	� ��	 
�������
	��

/ �0# *!�

D	
��
������ �� ������� �	
�(
�	 ��
��� �
-����
�� 
	
����	 
� �������� 	�
�� ��	�$ �

 C��#	�� ;<<�!� 
�
��� $	��� 
���������
� ��� �������
�� � 
�
5���� 
	
5
'��	 
� �	����
�	 
� �� �-��	 � &��	 
� ���	 
�����
��
#	� ��	&������ �� �������
	� �	� ��&����	 N �������
����	 ��� ���2 �����
�� �� ��� ��������� � ���������� ��
���(	
	 
� ��	����'�� 
� <�<� ��'�

	� ���� 	 ��	&��	�
��&� 	 ������� 
������	 
� $	��� 
� -���2-��� 
� ����
	

�
	 �	��

⎡
⎣ x1(k + 1)

x2(k + 1)
x3(k + 1)

⎤
⎦ =

⎡
⎣ 0, 8681 −0, 2635 −0, 4477

0, 0093 0, 9987 −0, 0023
0 0, 01 1

⎤
⎦

⎡
⎣ x1(k)

x2(k)
x3(k)

⎤
⎦ +

⎡
⎣ 0, 0093

0
0

⎤
⎦ u(k) +

⎡
⎣ 0, 0093

0
0

⎤
⎦ w(k)

y(k) =
[

0 0 5
] ⎡

⎣ x1(k)
x2(k)
x3(k)

⎤
⎦ ����

��

	 x(k) 	 -��	� 
� ����
	� u(k) 	 ��
�� 
� �	
��	�� �
w(k) % �� ��
�� 
� 
���7���	 �������
��
	 �	 ��������

D	�	 ������,����	 
� ��	&��	� 	 �������
	� 
�-�
	����� �� ��
��� 
� ����� $���M8
��� ���% 1 rad/s!� �
�
��	 % ��	�	��	 	 ,���	 J1(z)

J1(z) =

����!

�
��!

��

	�


����! = 0, 0325z2 + 0, 127z + 0, 031

�
��! = z3 − 2, 9z2 + 2, 805z − 0, 905

A �	
��	��
	� K 
������	 ��� ��
����� � 
	���
H∞ 
� w(k) ���� y(k) 
	 ������� 
������	 �� ��1!
�����
	 
� ��������� 
� E�'��� ;� �	� ��
��	 �� <�; �
���	 
� <� 
	 ���
	 Z �	�	 ��'��	 
� ��������	 
� �"�	��
��� �	�	 	 ������
	� @ 
������	 
� 4����
 ��	&���
	�
���� ���� ������� 
������	 ��	



‖H‖2
∞ = min µ

s.a

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

Q11 Q12 Q13 0 · · ·
Q′

12 Q22 Q23 0 · · ·
Q′

13 Q′
23 Q33 0 · · ·

0 0 0 I · · ·
N ′B′

u M ′ B′
v I · · ·

−Q12A′
2 + Q11A′

1 Q12A′
4 + Q11A′

3 Q13A′
v − Q11C′B′

v −Q13C′
v · · ·

−Q22A′
2 + Q′

12A′
1 Q22A′

4 + Q′
12A′

3 Q23A′
v − Q′

12C′B′
v −Q23C′

v · · ·
−A′

2Q′
23 + Q′

13A′
1 Q′

23A′
4 + Q′

13A′
3 Q33A′

v − Q′
13C′B′

v −Q33C′
v · · ·

· · · BuN A1Q11 − A2Q′
12 A1Q12 − A2Q22 A1Q13 − A2Q23

· · · M A3Q11 + A4Q′
12 A3Q12 + A4Q22 A3Q13 + A4Q23

· · · Bv −BvCQ11 + AvQ′
13 −BvCQ12 + AvQ′

23 −BvCQ13 + AvQ33
· · · I −CvQ′

13 −CvQ′
23 −CvQ33

· · · µI 0 0 0
· · · 0 Q11 Q12 Q13
· · · 0 Q′

12 Q22 Q23
· · · 0 Q′

13 Q′
23 Q33

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

> 0

µ > 0

⎡
⎣ Q11 Q12 Q13

Q′
12 Q22 Q23

Q′
13 Q′

23 Q33

⎤
⎦ > 0 ����

K =
[

0,0015 0,1506 6,2440
] × 105

L =

⎡
⎣ 6,2068

1,2653
0,0756.

⎤
⎦ �� !

) 
	��� Hi 
� w(k) ���� y(k) $	� 
� 7,6721 ×
10−4� A -��	� �������
	 ������� ��� '��

� ���
����	

	 �$���	 
	 ��
�� 
� ����������	� ) E�'���  ������� �
����	��� �� $���M8
��� 
� ��'
���
� 
� $�
��	 ���
�$��
�8
��� Y (z)/W (z)�
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�


	�
�
�
�

E�'���  � L���	��� �� $���M8
��� 
� Y (z)/W (z) �	� 	
������
	�

9� ���M8
��� % ��	&���
	 	 �������
	� ���� ������
$���M8
���� 
� ��% 1rad/s ��
�����

	��� � 
	��� H∞

� r(k) ���� e(k) ���

	 	 ��	&��	 
� ���������
�	 �	�
�	
�,����	 
� ���	� �	� ���	 
� $���M8
���� �	
$	���

������	 �� ��;!�

9� �	
�,����	 
� ���	� 
������	� ��
�������� �

	��� H∞ 
� r(k) ���� e(k) ���� ��
��� 
� ����� $���
�M8
��� ���% 1 rad/s!� ��

	 e(k) 	 ���	 �
��� � ��(
� �
� �
���
�� � ,� 
� �	
������� �� ��'��
	� 
� ��$��8
����

A -��	� 
� 
	���H∞ 
	 ������� % 6,7687 �
���
�	 ���
	 ���	� -��	� 
� ��'
���
� ���� � $���� 
� $���M8
���

� 	������	 ������,��
� �� ��	&��	 $	� 2,255 × 10−3�
>��	 ������� ��� ���� � $���� 
� $���M8
��� ������,��
�
�� ��	&��	� 	 �������
	� 	���� �
����
���
���

) E�'��� * ������� � ����	��� �� $���M8
��� 
�
E(z)/R(z) 
������	 �� �*! � �	
���� -���,��� ��� �

	��� H∞ 
	 ��	&��	 
� $���� 
� $���M8
��� 
� 	���
����	 ���

� N� ��������(������ ���� �� ������� ����
����
	� 
� ��
�� � 	� ���5����	� 
� �	
�,����	 
� ���	�
	���
	� ��	�

M =

⎡
⎣ 2,5144

0,0137
00001

⎤
⎦ × 103 � N = 2, 6855× 105. ��*!
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9���:,
�	� ;rad/s<�

E�'��� *� L���	��� �� $���M8
��� 
� $�
��	 
� ���
��
$��8
��� E(z)/R(z)�

) E�'��� * 
�	 ������� 	 -��	� 
� 
	��� H∞ 
��
-�
	 �	 ��	���� 
� ��	����'�� 
� �#�

	
 �>�����

�
��0�!� A ��	���� 
� ��	����'�� 
� �#�

	
 �,���
��������� ���	� 
	 ��
�� ��	����
	 ���� ��
��� 
� $���
��8
��� �	� -��	� ���	� 
	 ��� � ����
� 
	 -��	� 
�



$����8
��� 
� ��	����'��� 9���� ������	 � $����8
���

� ��	����'�� % 
� �<<rad/s� �	���
�	 �" ��	 ��	�����

	� ��
��� 
� $����8
��� 
� ��% 1<rad/s�

���� ��������	 �	
��
������ �� ��
�� 
� �
���
�
r(kT ) = sen(1kT ) � �� ��
�� 
� ����������	 w(k) ���
������
�� �������
�� �����"���� �	� �������
� �2����
�'��� � 1�

O��

	 	� -��	��� 
� K� L� M � N 	���
	� �� �� !
� ��*!� ������ 	 �������
	 
� ��������	 �������
	 
�
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9	 ������	 ����
	 ����� $	� ��	�
�
	 �� ����
����
	� ���� ��
��� 
� ����� $���M8
���� ��� � ���	
	�
�	'�� ��	�	��� 
���� ������#	 ������� �������� ��	&��	�
���� �������� �������
	��� �� �������� 	���� $���� 
�
$���M8
����

1 )��)!�$��

9���� ����'	 % ��	�	��� ��� ���	
	�	'�� ���� ���	�-��
	 ��	����� 
	 �������
	� 
� ��
��� �	� ��&����	 � ����
�������	 �� �������� 
� �	
��	�� 
������	� @�-�

	 ��
�	
��
�����	 � E�'��� � ��
�������� � 
	��� H∞ 
�
P��! ���� Q��! � ������ 
	 ��	&��	 
� �� �	���
��
	�
H∞ 
������	� � ��
����� � 
	��� H∞ 
� ���! ���� L��!
� -��	��� 
� �����
� ��'
���
�� �	
������

	 ����� ��
�������
	� 
� ��
��� 
� ��$��8
����

) ��&����	 � ����������	 % ����
��
� � ������ 
�
��	����	 
� �"�	� 
������	�� �
���
�	 ��� 	 ��������
��
�	 
	 ��
�� 
� ��$��8
��� % $���	 � ������ 
	 ��	&��	

� ��	����	 
� ���	� 
������	�� ����

	 �� ��	����	 
��
���	���
	 
	 	���	� A ��	&��	 
	 ,���	 % 
� �������
���	��5
��� 
���� ������#	� �	�� 	 ����	 -�������� �
���	
	�	'�� ��	�	��� � 
������
� �� $���M8
���� ���
����	 ���� ���	���
��� 
� �	
������	 
	 �������
	��

A� �%�	
	� 
� ��	&��	 ��	 ������	
�
	� 
� $	���

� @.>�� )����� ���� ��	&��	 �	
� ��� $������
�� ���
�����
	 �������

	��� ��'	����	� 
� �	
-��'8
��� �	���

	���� ��D#���� �

 H�#�
��� ��� !� �A��-����� ����!!

���	
(-��� 
� �����������

A �%�	
	 ��	�	��	 ��

� �	
� ��� ����

�
	 ����
���
��� �	� �
�������� �����%������ �������

	 ��

�

�%�
���� 
� ��	&��	 �����
�� �� @.>��

�����2��	��

)

���� D� R�� )���
��	� �� �

 3�������� .�� D� .�
�;<<=!� D	
��	�� S���	H2 � H∞ �	� .	
�,����	

� +��	� ���� 	 ��	����� 
	 L��������
�	 ���

	
@.>� $����
� %��
	��� � &�
���'!� �+�=!�

D#����� .� �

 H�#�
��� �� ���� !� H∞ ����'
 P��#
�	�� �������
� D	
�����
��� �
 @.> )���	��#�
���� (	�����
���� �� &�
���
�� %��
	�� ��3
+�� I10TI *�
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� .� ���� !� �	����������
� �
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���� �: ���
' ������ �

 .�������� ������� )��	�
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