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Abstract— The tracking system problem in discrete time systems, with the presence of a disturbance signal in
the plant, is solved using a zero variation methodology proposed in this work. The design is formulated in Linear
Matrix Inequalities (LMI) framework, such that the optimal solution of stated control problem is obtained. A
numerical example is illustrated to show the proposed methodology viability.
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Resumo— Neste estudo é proposta uma metodologia de alocacdo de zeros para solucionar o problema do
rastreamento do sinal de referéncia em sistemas discretos considerando-se uma entrada de perturbag¢ao na planta.
A formulacao do projeto é descrita na forma de Inequacoes Matriciais Lineares, pois estas permitem a descrigao

de problemas de otimizacao convexa.
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1 Introdugao

Pode-se encontrar apenas uma pequena quantidade de
textos que abordam o assunto alocagao de zeros em sis-
temas de controle discreto. Em (De la Sen, 1996) a
alocacao de polos de malha fechada em sistemas discre-
tos é alcancada a partir de uma técnica de projeto de
controle que faz uso das taxas de amostragem para com-
ponentes de estado, entrada e saida. Ainda, em (Saberi
et al., 1997) a alocagdo de polos discretos em sistemas
de controle é realizada em uma regiao do plano Z especi-
ficada em projeto preservando a otimalidade do contro-
lador Hs de realimentacgdo. Dentre os poucos textos que
abordam alocacao de zeros em sistemas discretos tem-se
(M’Saad et al., 1985), onde os zeros arbitrarios sdo alo-
cados para o projeto de controladores adaptativos dis-
cretos. Também, em (Messner and Kempf, 1996) sdo
alocados zeros na dinamica de um compensador para
se manter uma classe de dindmicas nao modeladas me-
diante o cancelamento de todas as harmonicas de um
disturbio periédico acima da frequéncia de Nyquist for-
mando o projeto de controladores repetitivos discretos.
Em (Andrea et al., 2004) é proposta uma metodolo-
gia de modificagdo de zeros para resolver o problema do
rastreamento de sinal de controle em sistemas continuos
considerando-se ainda a existéncia de um sinal de en-
trada exégena de perturbacgao ou ruido na planta.
Neste trabalho, descreve-se a formulagao da
otimizacao do problema de rastreamento e rejeicao de
ruido na forma de InequagOes Matriciais Lineares -
LMIs (do Inglés, Linear Matrix Inequalities), repre-
sentando uma formulacao convexa do problema. Em
(Oliveira, 1999) é possivel verificar o uso desta ferra-
menta em sistemas discretos para o estudo de esta-

bilidade, filtros e controladores. O equacionamento do
método proposto é simples em comparacao a outras té-
cnicas de rastreamento tendo como principal resultado
a solucao 6tima do problema com baixo custo com-
putacional devido ao uso de algoritmos de programagao
linear de convergéncia polinomial para a solugao das
LMIs com o uso do software MATLAB.

2 Formulagao da estrutura do rastreador de
sinais

Considera-se o seguinte sistema discreto linear, invari-
ante no tempo, estabilizavel e observavel descrito na
forma de variaveis de estado:

z(k+1) =
y(k) =

sendo A € <", B, € R"*! B, € ¥, C ¢
RIxn (k) é o vetor de estados, y(k) é a saida , u(k)
é a entrada de controle e w(k) uma entrada exogena
(disturbio).

Considera-se a estrutura ilustrada na Figura 1 para
o problema de controle 6timo visando a rejei¢ao do sinal
de perturbacgao e rastreamento do sinal de controle em
sistemas discretos. A variavel T representa o periodo
de amostragem adotado.

Primeiramente projeta-se um compensador H.
através de um controlador discreto K, segundo a lei de
controle u(k) = —Kxz(k). Tal controlador é formulado
em termos de LMIs e minimiza a norma H., de w(k)
para y(k) conforme é mostrado na Figura 2.

Na etapa seguinte, projeta-se um estimador dis-
creto de Kalman (Franklin et al., 1990) (Van Loan,

Az (k) + Byu(k) + Byw(k) (1)
Cx(k), z(0)=0
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Figure 1: Sistema de controle 6timo discreto no tempo com posicionamento de polos e zeros.
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Figure 2: Sistema com realimentacdo de estados: K é
um compensador Heo.

1970) com o uso do software MATLAB (Gahinet et al.,
1995) para reconstruir os estados e depois obtém-se o
ganho N e o vetor M, indicados na Figura 1, através de
um processo de otimizacao descrito na forma de LMIs.
N e M modificam as posi¢oes dos zeros de r(k) para
u(k) de forma a otimizar a norma H., entre a saida

e(k) e a entrada de controle (k).

O diagrama de blocos da Figura 1 pode ser descrito
através das variaveis de estado z(k + 1) e Z(k + 1), da
seguinte maneira:

20)- (% 1]+ ]
T8 s
yky = [ 0] [ A } (2)
eh) = ) -yk)=r(k)-[ C 0] [ o ]
sendo:
A1 = A
Ay = =—BuK
A3 = LC
Ay = A-ByK-LC

O sistema (2) pode ser representado na forma com-
pacta,

z(k+1) = Apnz(k)+ Bmr(k) + Buw(k)
e(k) = —Cmx(k)+ Dmr(k) (3)
y(k) = Cmz(k)

sendo,
f(k):[ﬁ%ﬁ”,,qm:[ﬁi —Af},pm:l, (4)
Bm:{B&N},Bn:{BOw e Cn=[C 0]. (5

Aplicando-se a Transformada Z no sistema (3), para
Z(0)=0, e realizando-se algumas manipulacoes algébri-
cas, pode-se determinar a relagdo entre a saida Y(z) e
as entradas W (z) e R(z), conforme descrito em (6):

Y(2) = Com (2] — Am) "' BmR(2) + Cin (21 — A ) " B, W(2) (6)

Considerando-se na equagdo (6) o sinal R(z) nulo,
verifica-se que a norma Ho, pode ser minimizada devido
ao projeto inicial do controlador K de w(k) para y(k),
implicando na minimizacao do efeito da perturbagao
presente na planta ao desempenho da saida do sistema.

Na Figura 1 observa-se a adi¢do do termo Mr(k)
na estrutura do estimador, serd mostrado na Se¢ao 4
que o vetor M assim como o ganho /N tem somente a
funcgao de alterar os zeros da fun¢ao de transferéncia de
r(k) para u(k) e ndo modificar os polos estabelecidos
no projeto inicial do estimador, pois a funcao de trans-
feréncia de W (z) para Y (z) nao é modificada por N ou
M, vide equagdes (4) e (6). Os polos do sistema néao
séo modificados, pois A4,, em (4) e (6) ndo dependem
de M ou N. Com isso a convergéncia do estimador nao

é comprometida.

Para o projeto do rastreador 6timo, considera-se
a relacao entre o sinal de erro e o sinal de referéncia
descrito em (7), com o sinal de perturbagdo W (z) nulo

R(z)

Hp(z) = = —Cm(zl — Ap) " 'Bm + D, (7)

A partir desta relacdo, pode-se projetar um ras-
treador de sinais através da modificagao de zeros mini-
mizando a norma H., entre o sinal de referéncia e o
sinal de erro do sistema. O processo de modificacao
de zeros nao interfere no projeto de rejeicao de pertur-
bagédo, pois segundo (6) a funcdo de transferéncia de
W (z) para Y (z) ndo depende de B,,. Porém, o desem-
penho do rastreador de sinais depende da alocacao de



polos, pois o controlador K discreto estd inserido nas
LMIs utilizadas para obter o 6timo do rasteamento. Em
(7) utiliza-se a posigao dos zeros, implicitos na especifi-
cacaode N e M em B,,, para o processo de minimizagao
do erro do rastreamento.

3 Projeto de um compensador H., discreto

O problema de otimizacdo da norma H, de
(A, By, By, C) ilustrado na Figura 2 consiste em tornar
a influéncia da perturbagao w(k) na saida y(k) do sis-
tema a menor possivel através do projeto de um con-
trolador discreto K. Portanto, deseja-se minimizar a
norma H, entre a entrada w(k) (perturbagio) e a saida
y(k). Se as LMIs dadas em (8) forem factiveis o contro-
lador K pode ser obtido a partir do seguinte problema
de otimizacdo descrito na forma de LMIs (Palhares
et al., 1997):

IH|% = min n
Q 0 By AQ — B,W
0 I D cQ
s.a B:“ D’ ul 0 >0
~WB +QA  QC" 0 Q
Q>0 (8)
w>0

sendo Q = Q' e o controlador K ¢ obtido pela expressao:
K =WQ™!, sendo Q e W solugdes 6timas de (8).
Para maior aplicabilidade do método deve-se res-
tringir a regido de alocagao dos pélos de malha fechada
do sistema através do seguinte problema de otimizacao
descrito na forma de LMIs (Chiali and Gahinet, 1996)

-rQ AQ +qQ — BuW

—W'B!, + Qq+ QA’ —rQ <0

Sendo r e —q o raio e o centro do circulo de restricao
de alocagao de poélos respectivamente, como é mostrado
na Figura 3:
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Figure 3: Regiao de restricao de polos

No caso do projeto do compensador Ho, de w(k)
para y(k) é suposta a realimentacao de todos os estados.
A norma H,, € otimizada, depois, na otimizagdo da
norma Ho, de e(k) para r(k) projeta-se um estimador
(L) para permitir apenas a realimentacdo da saida.

4 Alocagao de zeros em sistemas discretos

Considerando-se o sistema (A, B,,C), é possivel pro-
jetar um sistema que modifique os zeros de r(k) para
u(k) conforme mostrado na Figura 4. Neste projeto
seleciona-se M e N de modo que os zeros de malha
fechada sejam alocados em locais arbitrarios escolhidos
pelo projetista, sendo M € R"*! e N € R1*! (Franklin
et al., 1990). O sinal ui(k) é a saida de controle do
regulador.

r(k)

Planta

z(k
u1(k &) Estimador

Figure 4: Sistema de alocagdo de zeros.

O estimador de estados discreto utilizado no sis-
tema de modificacdo de zeros € um estimador discreto
de Kalman obtido a partir da funcao kalmd do software
MATLAB (Franklin et al., 1990) (Kalman, 1960).

Considerando a Figura 4, se existir um zero de
transmissdo de r(k) para u(k), entdo necessariamente
existe um zero de transmissdo de r(k) para y(k), a
menos que ocorra cancelamento de polos e zeros. Com
isso, a equagao caracteristica dos zeros de r(k) para u(k)
pode ser descrita por (9):

&(k+1) = (A-BK —LC)i(k)+ Ly(k)+ Mr(k)
u(k) = —Kai(k)+ Nr(k)
det| 21 —A+B,K+LC—-%K |=0 9)

sendo que as solucoes, z = z;, sdo os zeros modificados
de r(k) para u(k) (Franklin et al., 1990).

Os parametros M e N permitem a modificaciao dos
zeros de (k) para u(k) e neste trabalho é tratado o caso
SISO. Ainda, neste trabalho os zeros sdo modificados
para otimizar a norma H, do erro de rastreamento.

5 Otimizacao da norma H,, utilizando
modificagao de zeros discretos e filtros
discretizados

A norma H,, de um sistema dindmico, linear, invari-
ante no tempo e SISO é uma norma que quantifica
o méaximo valor singular das magnitudes das frequén-
cias deste sistema. A norma H., do sistema discreto,
dindmico proprio H(z), estavel, representado na forma
de espago de estados (A,,B.,C,,D,):

z(k+1) =
y(k) =

A,x(k) + B.u(k)
C.x(k) + Dou(k) (10)



sendo A, € R"™, B, € R™™ (C, € RP*" e
D, € ®P*™ gupostamente conhecidas, pode ser obtida
através do seguinte problema de otimizac¢ao, descrito na
forma de LMIs (Palhares et al., 1997):

IHIZ = min
Q 0 B. A-Q
s.a ]3; DI'Z MDIZ C(;ZQ >0
QA -QC; 0 Q
Q>0 (11)
pw>0

A matriz de transferéncia do sistema é dada por
H(2)=C,(2I — A,)"'B, + D,.

O problema de otimizacdo de H,, =
(Am, Bm, —Cpm, Dy,) descrito em (7) consiste em
minimizar a norma H., de r(k) para e(k) do sistema
H,, a partir da determinacao dos valores de M e N
(presentes em B,,, que modificam os zeros), isto é,
alocar os zeros de forma que a norma Ho, de r(k)
para e(k) seja minimizada, formando um rastreador de
sinais.

Para a aplicagao do projeto do rastreador discreto é
necessaria a inclusao de um filtro discreto, o qual possi-
bilita também especificar a faixa de freqiiéncia na qual
ocorreré o rastreamento do sinal de referéncia.

Para o projeto do rastreador deseja-se encontrar a
solucao global que otimize o problema descrito a seguir:

min  |[Hm (2)V(2)]loo (13)

sendo V(z) = (Ay, By, Cy, D,) um sistema dinamico
projetado para especificar o peso na freqiiéncia de saida
e considera-se H,, = (A, By, —Cm, Di) uma realiza-
¢ao do sistema linear invariante no tempo e estavel in-
dicado em (7). Na Figura 5 é ilustrada a estrutura de
inclusao de peso na freqiiéncia:

R(z) Hon(2) Y (z) V() Yy (2)

Figure 5: Estrutura de sistemas de controle com peso
na freqiiéncia.

Pode-se representar o sistema indicado na Figura
5 através de variaveis de estado em funcao de x,, (k) e
x, (k) , através das equagOes abaixo:

{fcm((:ill))}:{ —gv%m f(l)v H 2o (k) }

+ { o } (k)

y(k)=[0 Cy ]Em((:”

Com isso, uma possivel realizagao em espago de es-
tado de Hy = H,,(2)V () é&:

Am 0| Bm
—By,Cm Ay | BuDp, (14)
0 Co|] ©

Para o projeto do rastreador com peso na freqiién-
cia, substitui-se A7, By, Cy e Dy de (14) na equagdo
(11). Isto resulta no problema de otimizagdo descrito
em (12), que é equacionado na forma de LMIs. Deste
processo determina-se o ganho N e o vetor M, e estes
parametros minimizam a norma He, de (k) para e(k)
(rastreador de sinais).

A matriz @) é particionada da seguinte forma Q;; =
1,j=1,2,3.

O vetor N e o ganho M sao as solugoes Otimas
de (12) que minimizam a norma H, entre o erro e a
referéncia considerando o peso na frequéncia.

Os filtros utilizados no projeto do rastreador sao
usados para viabilizar o projeto e ajustar os parametros
M e N para uma determinada faixa de freqiiéncia.
Porém na simulacao ou implementacao do sistema de
rastreamento esses filtros sdo descartados.

/
i)

6 Exemplo

Considera-se um sistema continuo linear invariante no
tempo de terceira ordem (Dorf and Bishop, 2001), na

sua forma discretizada que representa a dinamica do
angulo de rolamento de um aviao a jato de alto desem-
penho. Projeta-se um rastreador com rejeicao a pertur-
bagao que esta presente em sua estrutura e utiliza-se um
periodo de amostragem de 0,01 segundos para o projeto.
Seja o sistema descrito na forma de variaveis de estado
dado por:

z1(k+1) 0, 8681 —0, 2635 —0,4477
za(k+ 1) = 0, 0093 0, 9987 —0,0023
x3(k + 1) 0 0,01 1
z1 (k) 0, 0093 0, 0093
|: z2(k) + 0 :| u(k) + 0 :| w(k)
z3(k) 0 0
xl(k)
yk) = [0 0 5 ]| wa(k) (15)
I3(k})

sendo z(k) o vetor de estado, u(k) o sinal de controle e
w(k) é um sinal de disturbio acrescentado ao sistema.

Como especificagdo de projeto, o rastreador deve
operar em sinais de baixa freqiiéncia (até 1 rad/s), en-
tao é proposto o filtro Ji(z)

num(z)
J P—
1(2) den(z)
sendo:
num(z) 0,03252% 4+ 0,127z + 0,031
den(z) = 2%—-2,92%24 2,805z — 0,905

O controlador K discreto que minimiza a norma
Hoo de w(k) para y(k) do sistema descrito em (15)
baseado na estrutura da Figura 2, com centro em 0,2 e
raio de 0,6 no plano Z como regiao de restricao de polos,
tal como o estimador L discreto de Kalman projetados
para este sistema discreto sao



2 .
H]o = min Iz

Q11 Q12 Q13 0--
Q12 Q22 Q23 0--
Q,13 leg Q33 0--
0 0 0 I--
s.a N'B;’ M B,’, I---
—Q1245 + Q11 A} Q124 + Q11 A} Q13A!, — Q11C'B,, —Q13C, - -+
—Q22A% + Q5 A} Q22A) + Q5 Al Q23 Al — Q1,C'B], —Q23C, - -+
—A5Q%s + Q134] Qa3 AL + Q5 A; QssA, — Q13C'B, —Qs33Cy -
- BuN A1Q11 — A2Q7, A1Q12 — A2Q22 A1Q13 — A2Q23
- M A3Q11 + AsQl5 A3Q12 + AsQ22 A3Q13 + AsQa23
By —B,CQ11 + AyQ'5 —B,CQ12 + AyQis —B,CQ13 + AyQ33
- I *CvQI13 7CUQ/23 —CyQ33 >0
ool 0 0 0
-0 Q11 Q12 Q13
-0 Qs Q22 Q23
-0 Qs Qb3 Q33
pn>0
Q11 Q12 Q13
Qo Q22 Q23 | >0 (12)
Q13 Qa3 Q33
O valor da norma H, do sistema é 6, 7687 enquanto que
. o maior valor da magnitude para a faixa de freqiiéncia
K = [0,0015 0,1506 6,2440 | x 10 de operacdo especificada em projeto foi 2,255 x 1073,
6,2068 Isto implica que para a faixa de freqiiéncia especificada
L = 1,2653 (16) em projeto, o rastreador opera adequadamente.
0,0756. A Figura 7 ilustra a resposta em freqiiéncia de

A norma Hi de w(k) para y(k) foi de 7,6721 x
10~4. O valor calculado implica uma grande atenuacio
do efeito do sinal de perturbacdo. A Figura 6 ilustra a

resposta em freqiiéncia da magnitude da func¢io transfe-
réncia Y (z)/W(z).

E(2)/R(z) descrito em (7) e pode-se verificar que a
norma H., do projeto na faixa de freqiiéncia de ope-
racao atende as caracteristicas para um sistema ras-
treador de sinal e os parametros de modificacao de zeros
obtidos sao:

2,5144
M= 0,0137 | x10% e N =2,6855 x 10°. (17)
00001
=T
E 1aF
C%O 121
p=us
BT
i £
‘Hos
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Figure 6: Resposta em freqiiéncia de Y (z)/W(z) com o

estimador

Na seqiiéncia é projetado o rastreador para baixas
freqiiencias de até 1rad/s minimizando-se a norma Hoo
de r(k) para e(k) usando o projeto de rastreamento com
modificacao de zeros com peso na freqiiéncia, conforme
descrito em (12).

Na modificacdo de zeros discretos minimiza-se a
norma H., de r(k) para e(k) para sinais de baixa fre-
qiiéncia (até 1 rad/s), sendo e(k) o erro entre a saida e
a entrada, a fim de constituir um seguidor de referéncia.

10'

o Freqiiéncia 1]?"rad/s].

Figure 7: Resposta em freqiiéncia da funcao de trans-
ferencia E(z)/R(z).

A Figura 7 nao ilustra o valor da norma H., de-
vido ao teorema de amostragem de Shannon (Isermann,
1989). O teorema de amostragem de Shannon afirma
existirem erros no sinal amostrado para sinais de fre-
quéncia com valor maior do que a metade do valor da



frequéncia de amostragem. Neste exemplo a frequéncia
de amostragem é de 100rad/ s, portanto s6 sdo amostra-
dos sinais de frequéncia de até 50rad/s.

Para simulagao considera-se um sinal de entrada
r(kT) = sen(1kT') e um sinal de perturbacdo w(k) que
apresenta amplitudes aleatérias com amplitude maxima
igual a 1.

Usando os valores de K, L, M e N obtidos em (16)
e (17), tem-se o resultado de simulac¢do ilustrado na
Figura 8.

04

. Amplitude

;‘f‘empz‘f) kT E3 w0 s E)

Figure 8: Sinal de referéncia e sinal de saida pratica-
mente sobrepostos.

No exemplo citado acima foi abordado um ras-
treador para sinais de baixa freqiiéncia, mas a metodo-
logia proposta neste trabalho permite executar projetos
para sistemas rastreadores em qualquer outra faixa de
freqiiéncia.

7 conclusao

Neste artigo é proposta uma metodologia para resolver
o problema do rastreador de sinais com rejeicao a per-
turbacao em sistemas de controle discreto. Levando em
consideragao a Figura 1 minimiza-se a norma H., de
W (z) para Y(z) a partir do projeto de um compensador
Hoo discreto, e reduz-se a norma H, de E(z) para R(z)
a valores de pequena magnitude, constituindo assim um
rastreador de sinais de referéncia.

A rejeicdo a perturbacdo é alcancada a partir da
alocacao de polos discretos, enquanto que o rastrea-
mento do sinal de referéncia é feito a partir do projeto
de alocagao de zeros discretos, estando um processo de-
sacoplado do outro. O projeto do filtro é de extrema
importancia neste trabalho, pois o mesmo viabiliza a
metodologia proposta e determina as freqiiéncias que
serao mais importantes na construcao do rastreador.

Os métodos de projeto sao equacionados na forma
de LMIs. Assim, este projeto pode ser facilmente re-
alizado utilizando-se algoritmos de convergéncia poli-
nomial ((Chiali and Gahinet, 1996), (Oliveira, 1999))
disponiveis na literatura.

O método proposto ainda pode ser extendido para
plantas com incertezas paramétricas utilizando ainda

técnicas de projeto baseadas em LMIs.
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